Cours Terminale S3

Barycentre

Rappels sur le barycentre

Définition

On considere n points A; et n nombres réels a;

n
Supposons Z a; 0

r —_—
Il existe alors un unique point G tel que : Z a;A;G=0
o _ — —_— 1:1
(Cest a dire : A1G + AsG+ -+ A,G =0)
On dit que G est le barycentre du systéme de n points pondérés {(A;; a;)}.

Remarque

\ . LN . . —> .
Dans le cas ou Z a; = 0, la fonction qui & un point M associe le vecteur Z a;A; M est une fonction
i=1 i=1
constante.
. . d - —> ayd .
Donc : il existe un vecteur U tel que : Z a;A;M = U pour tout point M.
i=1

deux cas de figure se présentent alors :

e Ou bien U # 0

— .
Dans ce cas il n’existe aucun point vérifiant E a;AiM =0
i=1
e Oubien U =0
n

_— — .
Dans ce cas E a;A;M = 0 pour tout point M
i=1
Dans les deux cas la notion de barycentre ne peut étre défini.

Exemples

1)
Soient A et B deux points distincts .
On note G le barycentre du systeme de points

pondérés : {(A 2); (B 3)}

Onadonc 2AG+3 G:(_f A—.—.W—.—].S

—>

Donc : 2AG +3 (B G)
D'olt : 5AC = 3AB

— —
Donc : AG=-AB
2)
Soient A , B et C' deux points distincts .
On note G le barycentre du systeme de points
pondérés : {(A; —1);(B;2);(C,;3)}

— — "

On a don&) —AG+2BG+3CG =0

Ol W

0 — —_— —
D'ou : 4AG = 2AB + 3AC >

— l1— 3— A B
Donc : AG = QA + ZAC
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Homogénéité-isobarycentre

Propriété d’homogénéité

Soit £ un nombre non nul .
le barycentre du systéme de points pondérés {(A;;a;)} est aussi le barycentre du systéeme de points
pondérés {(A;; kxa;)}

Le barycentre ne change pas si on multiplie ou divise tous les coeflicients par un méme réel non nul.

Définition : Isobarycentre

Soit ¢ un nombre réel non nul
Le barycentre du systéme de points pondéré {(A;;?)} est aussi le barycentre du systeme {(A4;; 1)} Dans
ce cas le barycentre est appelé isobarycentre

Remarque

e L’isobarycentre de deux point A et B est le milieu du segment [AB]|
e L’isobarycentre de trois point A , B , C est le point d’intersection des médianes ( C’est a dire le
centre de gravité) du triangle ABC

Simplification d’écritures vectorielles

Exemple d’introduction

Soient A, B, C , D et M quatre points du plan
Considérons 'expression vectorielle V =5AM + 2BM — 4CM + DM .
Nous allons utiliser le barycentre G du systeme {(A;5);(B;2);(C;—4);(D;1)} de fagon a simplifier
écriture de V
V= 5AM +2BM —4CM + DM

_— s — —_— —

Donc : V =5 (4G + GM ) +2 (BG +GM) -4 (CG + GM ) + (DG + GM )
Done : V = (5+2—4+1)GM+5AG+2BG—4C—G>+D—(>?
Or: 5AC + 2BG — 40G + DG =0
Dou: |V = 4GM

Propriété

n
On considere n points A; et n nombres réels a; tels que Z a; #0
i=1
Notons G le barycentre de du systéme de n points pondérés {(A;; a;)}
Considérons alors un point M .

Alors Zn:aiAi—]\j = (En: ai> m
i=1

=1

Remarque

En appliquant la propriété précédente avec pour point M un des points A; on obtient une égalié
vectorielle permettant de construire le barycentre .

par exemple :
Notons G le barycentre de {(A;a); (B;b); (C,e)} (a+b+c#0)

— [
on a alors : aAA+bBA+cC’ =(a +b+c)A
—
D’oﬁ:(a+b+C)AG:bAB+c C
— 1 — —
Doit : AG = ———— (bAB + cAC)
a+b+c
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Ex

Ex

A

ercice 1

On considere un tétraedre ABCD
Déterminer I’ensemble des points de l'espace tels que : ||AM + BM + CM + 2DM]|| =5

ercice 2

On considere dans le plan un triangle isocele ABC' de sommet principal A. On note A’ le milieu de
[BC] .
1. Soit H le barycentre de (A;2)(B;1)(C;1). Placer H sur un dessin.
2. On considere I’ensemble (E) des points M du plan tels que :
120MA + MB + MC|| = 2||AA|
(a) Montrer que A et A’ sont des éléments de (F).

(b) Déterminer I’ensemble (F) et le représenter sur le dessin.

ssociativité du barycentre

Exemple d’introduction

On considére un tétraedre ABCD
Soit G le barycentre de {(A4;1);(B;1);(C;1);(D;2)}

— = — — -
On a donc : AG+ BG+CG+2DG =0
Notons H le barycentre ( partiel) de : {(A;1);(B;1); (C;1)}
On a donc d’apres la propriété de simplification d’écriture :
—_— — = ——
AG+ BG+CG=3HG

— —

On obtient donc : 3BHG +2DG =0
donc ‘ G est le barycentre de {(H;3); (D; 1)}‘
schématisation

(4;1) (B;1) (C;1) (D;2)

—

(H;3) (D;2)

opriété : Méthode du barycentre partiel

n
On considere n points A; et m nombres réels a; tels que Z a; #0
i=1
Notons G le barycentre de {(A4;;a;)} pouride 1 an
Soit p un nombre entier strictement plus petit que n et supérieur ou egal a 1.

P
Supposons que : Z a; 0.

i=1
Notons H le barycentre de {(A;;a;)} pouride 1 ap
Alors :

P
G est le barycentre de { (H; Z ai> s (Aprisaptr) -5 (Aps an)}
i=1

En fait, dans la définition du barycentre, on peut remplacer une série de points par le barycentre partiel
pondéré par la somme des poids des points remplacés.
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Exemple
On considere un tétraedre ABC D, notons G le centre de gra- A
vité du triangle ABC, et P le barycentre de (4,1), (B, 1), \
(C,1), (D,3).
Alors P est le barycentre de (G, 3) et (D, 3).
P est aussi le barycentre de (1,2) et (K,4) ou I est le milieu I
de [AB] et K le barycentre de (C,1) et (D, 3). L
P est aussi le barycentre de (J,2) et de (L,4) ou J est le
milieu de [BC] et L le barycentre de (A4, 1) et (D, 3). B D
Il en résulte que les droites (DG), (IK) et (JL) sont concou- K
rantes en P C

Barycentre et coordonnées

Propriété
On considere un repere (O; i j; 12)
n
On considere n points A; de coordonnées (x;;y;; z;) et n nombres réels a; tels que Z a; 0
i=1
Notons G le barycentre de {(4;;a;)} . Notons (z¢;yag; 2¢) les coordonnées de G
On a alors :
1 = 1 & 1 =
S (z ) wo - (z y) S (z )
i=1 i=1 i=1
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Caractérisations barycentriques

Droite (AB) et segment [AB]

Théoreme

Soient A et B deux points distincts de I'espace.

— M appartient a la droite (AB) si, et seulement si, il existe deux réels a et b de somme non nulle
tels que M soit le barycentre du systéme de points pondérés {(A4,a); (B,b)}.

— M appartient au segment [AB] si, et seulement si, il existe deux réels positifs ou nuls a et b de
somme non nulle tels que M soit le barycentre du systéme de points pondérés {(A,a); (B,b)}.

Démonstration

1. Si M est un point de (AB), alors AM et AB sont colinéaires, c’est a dire qu’il existe un réel k tel
— —
que AM = kAB .
— — —_— — —
De AM = kAB, on déduit : AM = k(AM + MB), d’ou (1 —k)AM +kMB = 0.
Or (1 —k)+k #0, donc M est le barycentre de A(1 — k) et (B, k).
Réciproquement, si M est le barycentre de (A,a) et (B,b), alors :

b
(a+ b)m = bA—B>, soit AM = bA—B>.

a—+
Donc M appartient a la droite (AB).

2. Si M est un point du segment [AB], alors il existe k € [0; 1] tel que AM = kAB.
On en déduit alors (1 — k)m +kMB = 0 et comme k € [0;1], 1 — k et k sont positifs.
Ainsi, M est le barycentre du systéme de points pondérés {(A,1—k); (B, k)} avec 1 —k et k positifs.

Réciproquement, si M est le barycentre du systeme de points pondérés{(A,a); (B,b)} avec a et b

positifs,
— b —

alors AM = AB.

a+b

Ora>0etb>0donc0<b<a+baveca+bz#0,cequidonne 0 <

<1, et ainsi M
a+
appartient au segment [AB].

Plan (ABC)

Théoreme

Soient A, B, et C trois points non alignés de I’espace. L’ensemble des barycentres des points pondérés
{(4,a); (B,b); (C,c)}, avec a, b et ¢ réels tels que a + b+ ¢ # 0 est le plan (ABC).

Démonstration

— Soient trois réels a, b et ¢ tels que a+b+c # 0 et M le barycentre du systeme {(A, a); (B,b); (C,c)}.
-~ Sib+c#0
soit N le barycentre de {(B,b);(C,c)}, N est alors un point de la droite (BC'), donc (AN) est
une droite du plan (ABC).
En utilisant I’associativité du barycentre, M est alors le barycentre de {(A4,a);(N,b+¢)}. M
est alors un point de la droite (AN) et donc du plan (ABC).
-~ Sib+c=0
— —_— —_— — — — —_—  —
alors bMB + c¢cMC = (b+ ¢)MB + ¢BC = ¢BC et on obtient alors aAM + ¢BC = 0.
M est alors sur la droite passant par A et parallele a (BC), donc M est dans le plan (ABC).
— Réciproquement, soit M un point du plan (ABC)
— Si M = A, alors M est le barycentre du systeme {(4,1);(B,0);(C,0)}.
— Si M # A, alors
si les droites (AM) et (BC') sont sécantes en un point N, alors il existe des réels a et A (A # 0,
a+ X # 0) et des réels b et ¢ avec b+c = A tels que M soit barycentre de {(4,a); (N, \)} et N de

— —
si les droites (AM) et (BC) sont paralleles, alors AM = kBC donc M est barycentre de

{(A,1); (B, —k); (C, k)}.
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Corollaire :

M est un point du plan (ABC) si, et seulement si, il existe deux réels ¢ et k tels que :
- — —
AM =tAB + EAC.

ABCDEFGH est un cube; I est le milieu de

[AB] et J celui de [BC. H &
K est le barycentre de N

(4,1 (B,2); (C, 1); (1, 1)},

Démontrons que les points K, I, J et H sont E RN F
coplanaires. . \\\

I est le barycentre de {(A,1);(B,1)} et J celui T N

de {(B,1); (C,1)}. AN

Puisque K est barycentre de 3 ! \\\ N
{(A4,1);(B,2);(C,1);(H,1)}, il est aussi bary- R " N

centre de {(4,1);(B,1);(B,1)(C,1);(H,1)}par ,ﬁﬂf”Ki\ 77777 NZe:
Donc K est aussi barycentre de . ’ 1‘| Y -
{(1,2);(J,2); (H,1)}. Ainsi K est dans le e
plan (IJH) et les points K, I, J, et H sont X ‘f/ B
coplanaires.

Triangle ABC

Théoreme

Soient A, B et C trois points non alignés de ’espace.
Un point M appartient au triangle ABC' si, et seulement si, il existe trois réels a, b et ¢ positifs ou
nuls de somme non nul tels que M soit le barycentre du systeme de points pondérés {(A4, a); (B,b); (C,c)}.

Démonstration

— Si M est un point du triangle ABC),

— Si M est un point d’un des cotés du triangle (par exemple [AB]), on a vu qu’il existe deux réels
a et b positifs ou nuls tels que M est barycentre de {(A,a); (B,b)}.
M est alors barycentre du systeme {(A,a); (B, b); (C,0)}.
De méme pour les cotés [AC] et [BC].

— Si M est un point du triangle ABC, n’appartenant pas aux cotés de ce triangle.
Soit P le point d’intersection de (AM) et de (BC'). Comme P est sur [BC] (P # B et P # (),
il existe deux réels O’ et ¢’ positifs strictement tels que P est barycentre de {(B,V); (C,)}.
De plus M est sur [AP], donc il existe deux réels a et A positifs tels que M est barycentre de

{(A,a); (P, A)}.

— —_— = — ¥y — d — —
On a alors aMA+AMP = 0, et aMA+ A MB+4+ ——MC)=0
b/_l_c/ b/+cl

/ )\ /
Onaalorsa > 0,b = Vo >0etc= Wc/ > 0 et M est le barycentre de {(4, a); (B, b); (C,c)}.
c c
— Soit M barycentre du systeme {(A,a); (B,b); (C,c)} avec a, b et ¢ trois réels positifs ou nuls.
Alors 'une des trois sommes a + b, b+ ¢ ou a + ¢ est non nulle (sinon la somme a + b + ¢ serait
nulle).
On suppose a + b # 0 et soit H le barycentre du systeme {(A4,a); (B,b)}. On en déduit que M est

barycentre de {(H,a + b); (C,c)} avec a + b et ¢ positifs ou nuls et a + b+ ¢ # 0. Donc M est un
point du segment [C'H| et M est bien un point du triangle ABC.
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Représentation paramétrique d’une droite

. N - = 7
L’espace est muni d’un repere (O; i; j; k).

Théoreme

Soit D la droite de I’espace passant par le point A de coordonnées (z4;y4;24) et de vecteur directeur
u de coordonnées (a; 3;7).
Un point M de coordonnées (x;y; z) appartient aD si, et seulement si :

T =x4+ ko
il existe un réel k tel que ¢ y =ya + k0
z=2z4+ kv

Démonstration

M (x;y; z) appartient & D si, et seulement si, les vecteurs m et w sont colinéaires.
Or AM et W sont colinéaires si, et seulement si, il existe un réel k tel que W = k.
En traduisant cette derniére égalité a 1’aide des coordonnées, on obtient : M (z;y; z) appartient a D
r=x4+ka
si, et seulement si, il existe un réel k tel que < y = ya + kG
z=2za+ky

Définition

Soit D la droite de l'espace passant par le point A de coordonnées (z4;y4;24) et de vecteur directeur
 de coordonnées (o; 3;7).
r=x4+ ka
y=ya+kp3 (k € R) est une représentation paramétrique de la droite D.
z=1za+ kv

Remarque

Exercice

Il n’y a pas unicité de la représentation paramétrique d’une droite de I’espace.

Dans  l'espace muni d’un  repere
- = 57 < 1

(O; i, j, k), on considere

les points A(1;2;3), B(—1;0;—1) et

C(2;1;-3).

Déterminer une équation cartésienne de la

droite (AG) et donner les coordonnées d’un

point de cette droite (distinct de A ou G')

11 4
L’isobarycentre G du triangle OBC' a pour coordonnées : G < 5= >

Or un point M de I’espace est situé sur la droite (AG) si, et seulement si, il existe un réel ¢ tel que AM =t

373 3
2 5 13

La droite (AG) a pour vecteur directeur : AG <—3; —3 73

) donc aussi le vecteur u (2;5;13).
—
u.

Si l'on désigne par (z;y; 2z) les coordonnées de M, cela revient a :

r=1+42t
y=2+5t teR
z=3+13t

Ceci est un systeme d’équations paramétriques de la droite (AG).

Par exemple, le parametre de I milieu de [AG] est —5’ celui de A est 0 et celui de G est —3-

. N 1 ;. -3 1ﬁ - s, . N
Le point H de parametre 3 vérifie AH = 3 u = —AG, donc H et GG sont symétriques par rapport a A.

On peut remarquer que les points de parametres ¢ et —t dans le repere (A; w) sont toujours symétriques

par rapport a A.
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Exercice

Etudier la position de d et d’ définies par :

r=t+1 r=t
d:¢ y=-3t+2 ,teR et d:{ y=-3t—-3 ,teR.
z=-=3t+3 z=—t+1

Solution

—
d et d’ ont pour vecteurs directeurs u (1; —3; —3) et v’ (1; —3; —1). Puisque leurs coordonnées ne sont

. = .
pas proportionnelles, u et u’ ne sont pas colinéaires.
Ainsi d et d' sont soit sécantes, soit non coplanaires. Précisons leur position en examinant leur

t+1=s t—s=1
intersection. Il s’agit de résoudre le systeme : —3t+2=-35-3 soit —3t+3s=-5
—3t+3=—-s5+1 —3t+s=-2

Les deux premiéres équations sont incompatibles et ce systeme n’admet pas de solution. Donc d et
d' sont non coplanaires.
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